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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ
Актуальность работы. При разработке и проектировании летатель-
ных аппаратов, различного рода турбомашин, экранопланов очень важ-
ной проблемой является обеспечение оптимальных аэрогидродинами-
ческих свойств несущих элементов, гидродинамических решеток и ло-
паток рабочих колес. В данной работе рассмотрены методы аэроди-
намической оптимизации, применяемые для нахождения формы про-
филя с наилучшими аэродинамическими характеристиками. Основное
внимание уделено постановке и решению ”модельных” задач. При их
формулировке, как правило, используются простые модели и топологии
течения. Это позволяет построить аналитические решения и сделать
выводы об их оптимальных аэродинамических характеристиках. Дру-
гой способ решения задач аэродинамической оптимизации основан на
разработке численных методов их решения. Основная проблема при ре-
ализации такого подхода состоит в наиболее удобном математическом
описании оптимизируемых величин и накладываемых на искомое реше-
ние ограничений. Применение методов аэродинамической оптимизации
позволяют получать оптимальные крыловые профили, при этом удается
преодолеть трудности, связанные с использованием прямых и обратных
методов аэродинамического проектирования.
Целью настоящей диссертации является разработка методов оп-
тимизации форм крыловых профилей и профилей гидродинамических
решеток; построение профилей с кусочно-постоянным распределением
скорости, аналитическое исследование максимальности коэффициента
подъемной силы в данном классе профилей; постановка и решение оп-
тимизационных задач для бесконечно-тонких профилей крыльев и гид-
родинамических решеток, телесных профилей, обладающих оптималь-
ными аэродинамическими характеристиками.
Научная новизна. В диссертации поставлена и решена задача по-
строения крылового профиля, вдоль контура которого задано рас-
пределение скорости в виде кусочно-постоянной функции. Доказано,
что для рассмотренного класса имеется максимум подъемной силы
  
. Построено численное решение задачи нахождения формы
бесконечно-тонких профилей, обладающих максимальной подъемной
силой, в неограниченном потоке и при наличии плоского экрана. По-
ставлена и решена задача построения прямой гидродинамической ре-
шетки бесконечно-тонких профилей с заданными параметрами на входе
и выходе, обладающей минимальным коэффициентом сопротивления и
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обтекаемой безотрывно. На основе разработанных алгоритмов постро-
ено решение задачи нахождения телесного профиля с оптимальными
аэродинамическими характеристиками в неограниченном потоке и при
наличии экрана. Основное преимущество разработанных методов опти-
мизации является то, что выбранная математическая модель и метод
решения позволяют записать оптимизируемый функционал и наклады-
ваемые ограничения через одну функцию, которая выбиралась в ка-
честве управляющей. При этом решение задачи отыскивается сразу в
физической области без использования вспомогательных областей.
Достоверность полученных результатов обеспечивается обосно-
ванным применением математических моделей, строгостью применяе-
мого математического аппарата. В численных решениях сравнение с
известными решениями дало удовлетворительное совпадение.
Практическая ценность. Разработанные в диссертации методы, по-
лученные решения задач, вычислительные алгоритмы и расчитанные
профили могут использоваться для проектирования крыловых профи-
лей, гидродинамических решеток и экранопланов.
Апробация работы. Результаты диссертационной работы доклады-
вались: на научных семинарах отдела краевых задач (руководитель
– Н.Б. Ильинский), на итоговых научных конференциях Казанского
государственного университета (секция аэрогидромеханика) за 1997–
2002гг., Всероссийской молодежной научной Школе-конференции по
математическому моделированию, геометрии и алгебре (Казань, 1997),
Всероссийской молодежной научной Школе-конференции по теории
функций (Казань, 1998), Всероссийской научной конференции “Кра-
евые задачи и их приложения” (Казань, 1999), XXII Конференции
молодых ученых механико-математического факультета МГУ (Моск-
ва, 2000), Международной научно-технической конференции ”Технико-
экономические проблемы промышленного производства” (Набережные
Челны, 2000), Международном семинаре ”Нелинейное моделирование и
управление” (Самара, 2000), Международной научно-технической кон-
ференции молодых ученых и специалистов “Современные проблемы
аэрокосмической науки и техники” (Жуковский, 2000, 2002), Меж-
дународной научной конференции и молодежной школе “Краевые за-
дачи аэрогидромеханики и их приложения” (посвященной 90-летию
Г.Г.Тумашева) (Казань, 2000), V Казанской международной летней
школе-конференции “Теория функций, ее приложения и смежные во-
просы” (Казань, 2001), VIII Всероссийском съезде механиков по теоре-
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тической и прикладной механике (Пермь, 2001), Итоговой конференции
Республиканского конкурса научных работ среди студентов и аспиран-
тов на соискание премии имени Н.И. Лобачевского (Казань, 2002),
VIII Четаевской международной конференции “Аналитическая меха-
ника, устойчивость и управление движением” (Казань, 2002), Меж-
дународной летней научной школе “Гидродинамика больших скоро-
стей” (Чебоксары, 2002), Международной молодежной научной школе-
конфернции “Лобачевские чтения – 2002” (Казань, 2002), XV Всерос-
сийской межвузовской научно-технической конференции ”Электроме-
ханические и внутрикамерные процессы в энергетических установках,
струйная акустика и диагностика, приборы и методы контроля природ-
ной среды, веществ, материалов и изделий” (Казань, 2003), совмест-
ных российско-немецких научных семинарах (Штутгарт, 2002; Казань,
2003).
Публикации. Основное содержание диссертации опубликовано в
13 работах, список которых приведен в конце автореферата.
Содержание, структура и объем работы. Диссертационная работа
состоит из введения, трех глав, содержащих девять параграфов, за-
ключения и списка литературы. Содержит 108 страниц, 12 таблиц, 37
рисунков. Библиографический список состоит из 63 наименования ис-
точников отечественных и зарубежных авторов.
СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ
Во введении дан обзор литературы по существующим методам про-
ектирования крыловых профилей и профилей гидродинамических ре-
шеток, кратко изложено содержание диссертации, сформулированы вы-
носимые на защиту положения.
В настоящее время наибольшее развитие и применение в инженерной
практике находят прямые методы проектирования. Суть таких мето-
дов состоит в последовательном решении прямой задачи с последующей
модификацией формы профиля для достижения наилучшего совпадения
получаемых свойств с желаемыми. Однако, обладающие высокой эф-
фективностью, они позволяют находить характеристики уже готового
объекта.
Множество трудностей, связанных с применением прямых методов
удается преодолеть с помощью обратных методов аэродинамическо-
го проектирования (построение профиля по заданному распределению
скорости или давления). Теоретическую основу обратных методов со-
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ставляют ОКЗА (обратные краевые задачи аэрогидродинамики). Пер-
вые постановки и решения таких задач описаны в работах F. Weinig’а,
A. Betz’а, W. Mangler’a, Л.А. Симонова, Г.Г. Тумашева, М.Т. Нужина,
M.J. Lighthill’а.
Существенной особенностью ОКЗА является тот факт, что произ-
вольным исходным данным соответствует, как правило, физически
нереализуемое решение задачи, то есть контур получаемого профиля
может оказаться незамкнутым и самопересекающимся.
В работе А.М. Елизарова, Н.Б. Ильинского, А.В. Поташева разрабо-
тан метод построения квазирешения ОКЗА, состоящий в минимальной
коррекции исходного распределения скорости 
	 с тем, чтобы удо-
влетворить условиям разрешимости. Однако, применение квазиреше-
ния для замкнутости контура может очень сильно изменить исходное
распределение скорости.
Таким образом, прямые и обратные методы не дают полной возмож-
ности нахождения оптимальных аэродинамических форм, удовлетворя-
ющих различным ограничениям. Решение таких задач возможно при
использовании подхода, основанного на использовании методов аэро-
динамической оптимизации.
Первый подход к нахождению оптимальных форм состоит в постанов-
ке и решении ”модельных” задач. При их формулировке, как правило,
используются простейшие модели. Это позволяет построить аналити-
ческие решения и сделать выводы об оптимальных аэродинамических
характеристиках.
Именно такой подход использовался в работе М.А. Лаврентьева, ко-
торый доказал, что решением вариационной задачи о дуге максималь-
ной подъемной силы заданной длины и ограниченной кривизны в потоке
идеальной несжимаемой жидкости, является дуга окружности.
Второй подход к задачам аэродинамической оптимизации основан на
разработке численных методов их решения. В том случае, когда описа-
ние оптимизируемых величин и ограничений дается через форму про-
филя, приходят к методам проектирования, которые заключаются в раз-
работке итерационных процессов, в которых на каждом очередном шаге
после решения прямой задачи осуществляется модификация геометрии
контура профиля. Такие методы, объединяющие решение прямой зада-
чи аэродинамики и нелинейные методы оптимизации, обеспечивающие
достижение экстремальных значений аэродинамических характеристик,


















































Более быстродействующие методы базируются на описании оптими-
зируемых величин и ограничений через решение ОКЗА. Именно такой
способ решения содержится в работах А.М. Елизарова и Е.В. Федорова,
Д.Ф. Абзалилова и Н.Б. Ильинского, А.Н. Ихсановой и Д.А. Фокина.
В первой главе рассмотрен ряд задач о построении формы крыло-
вого профиля, вдоль контура которого задано распределение скорости
в виде кусочно-постоянной функции. Такой способ задания обеспечи-
вает отсутствие на контуре профиля участков падения скорости и, тем
самым, отсутствие отрыва потока.
В §1 поставлена и решена задача о нахождении профиля с двумя
участками постоянной скорости. Искомый профиль обтекается уста-
новившимся потоком идеальной несжимаемой жидкости с заданной на
бесконечности скоростью BA , параллельной оси абсцисс. Требуется най-
ти форму крылового профиля и коэффициент подъемной силы, если мо-
дули скорости на верхней и нижней поверхностях постоянны и равны DC
и E , соответственно ( )CGFHE ), а длина верхней части контура равна I .
Кромки профиля J и JLK (фиг. 1) являются особыми точками – точками
разветвления и схода потока, в которых скорости терпят разрыв. В этих
точках границы контура образуют логарифмические завитки конечной
длины.
При решении задачи, в силу симметрии исходных данных, достаточ-
но рассмотреть только левую половину MON . Далее строятся области MQP
(фиг. 1,б) и MSR (фиг. 1,в), соответствующие области течения MON в плос-
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где  – модуль скорости,
h
– ее аргумент.
В качестве канонической области выбрана верхняя полуплоскость Mon
в плоскости вспомогательного переменного p
rqQWHYs
с соответствием
точек, показанным на фиг. 1,г. Конформные отображения области Mon
на области MSP и MSR записываются с помощью формул Кристоффеля-
Шварца.










	_CE , с учетом которого получим, что для построения про-
филя с замкнутым контуром заданной можно считать лишь безразмер-





. Таким образом, решение задачи зависит от одно-
го безразмерного параметра z .























Результаты расчетов формы профилей показали, что при любых чис-
лах z¢¡
 £
области течения получаются неоднолистными (фиг. 2 и
табл. 1): нижние поверхности профилей, изображенные штриховыми
линиями, располагаются выше верхних – сплошные линии.
С ростом z нижняя поверхность все сильнее “выпирает” вверх и при
zk¤ ¥ уходит в бесконечность. Верхняя поверхность при этом стре-
мится к предельной, описываемой формулой























































1 3,а 0,5 1,25 0,76 0,98
2 3,б 1,0 1,49 0,55 1,87
3 3,в 2,0 1,89 0,26 3,21






























Эта предельная граница показана на фиг. 2,г тонкой сплошной линией.
Для построения однолистных профилей предложено поместить точ-
ку разрыва скорости на верхнюю поверхность профиля – решение этой
задачи содержится в §2. При этом кромки профиля стали точками воз-
врата, а завитки логарифмических спиралей переместились на верхнюю
поверхность профиля. Исследование свойств решения задачи и число-
вые расчеты проведены в полуобратной постановке. С учетом условий
однолистности контура профиля построена область допустимых значе-





этой задаче проведено численно.
В §3 предложено заменить логарифмическую особенность в точ-
ке скачка скорости на плоский кольцевой полубесконечный канал.
Несмотря на то, что введенный канал является бесконечным, он удовле-
творительно моделирует реальные однолистные каналы конечной дли-
ны. Построены области допустимых значений параметров, обеспечива-
ющие однолистность течения.
Наряду с построением крыловых профилей в неограниченном потоке
представляет также интерес получение форм профилей и при наличии
плоского горизонтального экрана (профиль крыла экраноплана). Вычис-
ления в этой области были проведены в §4. В нём также исследовано
влияние отстояния профиля от экрана на коэффициент подъемной си-
лы.
Вторая глава содержит постановки и решение ряда задач по опти-
мизации формы бесконечно-тонких профилей в неограниченном потоке
и при наличии плоского экрана, обладающих максимальной подъемной
силой. Разработанный метод распространен и на случай проектирова-
ния прямой однорядной гидродинамической решетки бесконечно-тонких
профилей.
В §5 дана постановка и численно-аналитическое решение задачи
определения формы бесконечно-тонкого профиля в безграничном по-
токе, обладающего максимальной подъемной силой. Искомый кры-
ловой профиль, моделируемый в физической плоскости e
 ÀÁWÂYÃ
криволинейным непроницаемым отрезком IÄN длины I , обтекается
плоско-параллельным потоком ИНЖ со скоростью )A на бесконечности
(фиг. 3,a). Требуется найти форму профиля из условия максимизации
величины коэффициента подъемной силы
 G
.
Сначала рассмотрена вспомогательная задача, состоящая в отыска-
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нии формы профиля при заданных параметрах _A , I и функции ÅÆ	 ,
описывающей скачок величины скорости на разных сторонах профиля.
Для решения этой задачи введена аналитическая в физической плос-

















– функция тока,  – величина скорости,
h
– ее аргумент.
Эта функция должна удовлетворять следующим условиям: условию
заданности скорости на ¥ ; условию непротекания контура IÄN ; условию
заданности величины скачка действительной части функции \ 	 e  на
I<N , описываемого функцией ÅÆ	 дуги  контура IÄN .
Если предположить, что форма IÇN и функция ÅÆ	 , описывающая




























Для определения контура I
N
по заданному распределению ÅÆ	 ис-
пользуется итерационный процесс. В качестве начального приближения



















, что соответствует горизонтальному прямолинейному отрезку).











 находится форма I
N
.










Ï и сравниваются с предыдущими значениями
Î
ÔÓ@






















– заданное малое число, Ò – количество расчетных точек на I N .
Таким образом, задание функции ÅÆ	 полностью определяет форму
контура и её можно использовать в качестве управляющей функции
при решении оптимизационных задач.
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При численной реализации решения задачи управляющая функция



















– параметры оптимизации, ê – их количество.
Первые два сомножителя обеспечивают равенство скоростей на верх-
ней и нижней сторонах кромок профиля, что необходимо для выполне-
ния условия плавного натекания и схода потока.
Для определения формы контура IÄN , обладающего максимальной
подъемной силой, в качестве минимизируемого функционала выбирался




































В случае решения задачи М. А. Лаврентьева на искомое решение
также накладывалось ограничение, что в каждой точке контура IN мак-





 ) не превышает своего
критического значения ð
¹
. Данное ограничение учитывалось в виде



















где Å{C – коэффициент штрафа.
Еще одно из возможных ограничений на функцию ÅÆ	 и форму IÄN
– это условие безотрывности обтекания. В частности, если восполь-
зоваться условием отсутствия отрыва полностью турбулентного погра-

































































В этом случае минимизируемый функционал с учетом ограничения























– приведенный формпараметр, ÅÖE – коэффициент штрафа.
Наряду с отысканием профилей, обладающих максимальным значе-
нием
 
, представляет интерес построение профилей минимального со-


















IÄ . Здесь  – величина скорости
в задней кромке, 

¹
– суммарная толщина потери импульса в задней
кромке.
На функционал (9) также можно наложить дополнительные ограни-
чения в виде (6) или (8).
Еще одна из возможных задач оптимизации – определение контура













Одна из серий расчета была посвящена нахождению формы конту-
ра I<N , обладающего максимальной подъемной силой с ограничением на
кривизну контура, то есть проводилось сравнение с результатами, по-
лученным М. А. Лаврентьевым. В качестве оптимизируемого брался
функционал (6).







зультат М. А. Лаврентьева). Сплошной линией на фиг. 4,а показана
форма кривой, полученная численно в результате оптимизации, штри-







 . Для наглядности масштаб по оси 
À
взят зна-
чительно большим, чем по оси 
Ã
. Из приведенных результатов, видно,
что формы кривых совпадают с хорошей степенью точностью. Соответ-
ствующее распределение скорости показано на фиг. 4,б; график распре-

























Для сравнения полученных расчетов с результатами работы
Н.Б.Ильинского и А.В.Поташева2 проводились вычисления по нахожде-
нию формы I<N с максимальной подъемной силой с выполнением усло-
вия безотрывности обтекания. Найденный контур IÄN по форме близок





 , что несколько больше, чем в








произошло за счет улучшения алгоритма расчета.
В §6 дана постановка и построено решение задачи определения фор-
мы бесконечно-тонкого профиля, обладающего максимальной подъем-
ной силой при наличии экрана. Искомый крыловой профиль, модели-
руемый в физической плоскости e криволинейным непроницаемым от-
резком I N длины I , обтекается вблизи прямолинейного экрана  N со
скоростью BA . Задается отстояние  задней кромки  от экрана. Также
для обобщения задачи М.А.Лаврентьева также можно предположить,
что наибольшее значение кривизны в любой точке дуги J не превы-












). Требуется найти форму
2Ильинский Н. Б., Поташев А. В. Аэродинамическая оптимизация бесконечно-тонких крыловых
профилей вблизи экрана. // Труды I Международной конференции <Модели механики сплошной среды,
вычислительные технологии и автоматическое проектирование в авиа- и машиностроении>, Т.1 Казань,
1997. С. 53-57.
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профиля из условия максимизации величины коэффициента подъемной
силы.
В отличии от задачи §5 для функции \ 	 e  добавится дополнитель-
ное граничное условие – условие непротекания экрана. В этом случае













Задачи оптимизации ставились и решались подобным образом, как
и в §5. В частности, при обобщении задачи М. А. Лаврентьева на
случай наличия экрана получено хорошее совпадение найденных форм





или с контурами в неограниченном
потоке.
В §7 поставлена и решена оптимизационная задача построения пря-
мой гидродинамической решетки бесконечно-тонких профилей, обла-
дающей минимальным коэффициентом сопротивления, при заданных
параметрах на входе в решетку и выходе из неё.
Необходимо определить форму бесконечно-тонких профилей, состав-
ляющих прямую однорядную решетку шага  (фиг. 3,б) так, чтобы при
заданных величине )C и аргументе
h
C скорости на бесконечности перед
решеткой обеспечить необходимое значение аргумента скорости
h
E за
решеткой при минимальности сопротивления.
Фукнкция \ 	 e  в этом случае должна удовлетворять следующим гра-
ничным условиям: условиям на бесконечности до и после решетки;
условиям непротекания контуров I N
è
; условию, заданности скачка ве-




Если предположить, что форма IÇN
è











































































определяется с помощью итерационной процедуры, анало-
гичной примененной ранее в §5, §6. Так как в оптимизационной задаче





































На фиг. 5 и в табл. 2 приведены результаты расчетов по исследова-
нию влияния величины
h





















ния 1), с увеличением
h
E получились контуры с заданными значениями




приведены в табл. 2. Видно, что с увеличением угла
h


















В третьей главе разработанный метод второй главы распространен
на случай оптимизации профиля, обладающего конечной (ненулевой)
толщиной.
В §8 дана постановка и построено численно-аналитическое решение
задачи определения формы телесного профиля в безграничном потоке,
обладающего максимальной подъемной силой. Искомый непроницае-







ся потоком ИНЖ (фиг. 6). Величина скорости  A , а направление оси
À
совпадает с направлением скорости набегающего потока. Требуется
определить форму контура крылового профиля, обладающего оптималь-
ными аэродинамическими характеристиками.
Использованный во второй главе способ моделирования крылового
профиля позволял описывать течение около бесконечно-тонких профи-
лей. Это достигалось тем, что величина скорости при переходе через
линию I<N терпела скачок, а аргумент скорости изменялся непрерыв-
но. Для того, чтобы распространить этот способ и для моделирования
телесных профилей следует потребовать наличие разрыва на I N и у ар-
гумента скорости
h
. В этом случае контур IÄN не будет непроницаемым.
На некоторой его части жидкость будет вытекать, а на оставшейся –
втекать. Поэтому при соответствующем задании скачка аргумента ско-
рости возможно появление линии тока, разветвляющейся в некоторой
критической точке
 
и замыкающийся в задней кромке  . Именно эту
линию тока и можно принять за контур крылового профиля.
Для обеспечения указанного выше скачка функция Å 	 в выражении




























+Ð – дуговая абсцисса контура IÇN , отсчитываемая от точки  .












 , которую и примем за переднюю
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Фиг. 6.
кромку профиля. Линии тока, выходящие из точки
 
и замыкающиеся
в точке  , будут моделировать контур искомого крылового профиля.
Для решения задачи рассмотрим, как и ранее, функцию \ 	 e  в виде
(3). Эта функция должна удовлетворять следующим граничным усло-
виям: условию заданности скорости на ¥ и условиям скачка величины
и аргумента скорости при переходе через IÄN .
Аналогично методике решения задач Главы II при предположении,
что форма I<N и функция ÅÆ	 известны, решение краевой задачи с уче-











































Для решения задачи в исходной постановке необходимо определить
форму линии I<N (скелетную линию) и распределение ÅÆ	 на ней. В













Введенное предположение (11) означает равенство расходов жидко-
сти с верхней и нижней сторон скелетной линии профиля и позволяет






































Å 	 , Å E
%
ó Å 	 , Î – угол наклона касательной к IÇN .
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Представленная запись условия (12) позволzет организовать итера-
ционный процесс поиска скелетной линии IÄN , аналогично процессу из
§5.
Для получения крылового профиля с максимальной подъемной силой
в качестве минимизируемого функционала можно взять выражение в
виде (5). При этом также как и в §5, можно поставить разнообразные
задачи оптимизации.
На фиг. 7 представлены результаты нахождения профиля, обладаю-
щего максимальным коэффициентом подъемной силы. Форма профиля
показана сплошной линией на фиг. 7,а; соответствующее ему распре-
деление скорости по верхней и нижней поверхности – на фиг. 7,б. В
качестве тестовой проверки методом ОКЗА по полученному распре-
делению скорости построен профиль, показанный штриховой линией
на фиг. 7,а. В табл. 3 приведены полученные значения коэффициента
подъемной силы
 G
и угла атаки A , в первой строке – результаты реше-
ния данной задачи, во второй строке – результаты решения ОКЗА по
полученному распределению скорости. Из представленных результатов














В §9 дано распространение задачи из параграфа §8 на случай на-








обтекается установившимся потоком ИНЖ вблизи
экрана aN на расстоянии  . Величина скорости BA задана, а направление
оси
À
совпадает с направлением скорости набегающего потока. Требу-
ется определить форму контура профиля, обладающего оптимальными
аэродинамическими характеристиками.
Для моделирования экрана применим способ зеркального отражения
профиля, относительно экрана. Для функции \ 	 e  добавляется еще од-
но граничное условие – условие непротекания экрана ÍN , в силу чего

















 определена формулой (10).
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Фиг. 7.
Определение скелетной линии øN (скелетную линию) и распределение
ÅÆ	 на ней происходит с использованием итерационной процедуры,
описанной в §8. Аналогично предыдущему параграфу, поставлены и
решены различные задачи оптимизации.
В заключении кратко подведены итоги выполненной работы.
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
1. Постановки и методы решения задач отыскания формы высоконе-
сущих профилей с кусочно-постоянным распределением скорости.
2. Постановки и методы решения задач определения форм с опти-
мальными аэродинамическими характеристиками (бесконечно-тонкие
крыловые профили в неограниченном потоке, над экраном и профили
гидродинамических решеток).
3. Методика оптимизации профилей конечной толщины.
4. Методики численной реализации построенных решений, результа-
ты расчетов и сделанные на их основе выводы.
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